TUREV ALMA

A. TUREV KAVRAMI
1. Tiirev ile Hiz Arasindaki iligki
Bir hareketlinin t saatte kag km yol aldig|,

s(t) = t2 +50.t fonksiyonu ile verilsin.

Hareketlinin [t1,t2] zaman araligindaki ortalama hizi,

s(t,) - sit,) .
=1 ile hesaplanir. Ornegin; hareketlinin

2 1

[2,4] araligindaki ortalama hizi,

s(4)-s(2) (4% +504)— (22 +502)
)

vV = = =56
ort 4 2

km/s olur.

Hareketlinin [3,4] araligindaki ortalama hizi,

s(4)—s(3) (42 +504) - (3% +50.3)

V = = = 57
ort 4-3 1

km/s olur.

Hareketlinin [3.9,4] araliindaki ortalama hizi,

_s(4)-s(39)
ot 4-39

2 )
= (47 +504) 0(13’9 +5039) =579 km/s olur.

Hareketlinin [4,6] araliindaki ortalama hizi,

(62 +50.6) — (42 + 50.4)

v - s(6) —s(4) _ 60
ort 6-4 2
km/s olur.
Hareketlinin [4,5] araligindaki ortalama hizi,
s(5)—s(4) (5% +505) — (42 +50.4)
vV = = =59
ort 5-4 1

km/s olur.

Hareketlinin [4,4.1] araligindaki ortalama hizi,

s(41)-s(4)
ot 4-3

2 2
42 +5041) — (42 + 504
Jare g 1 47+ 504) _ gy

km/s olur.

Elde ettigimiz bu sonuglari bir tablo ile gésterelim.

[T'l="2] [2,4] | [3.4] [[3.9,4]|[4,41]) [4.8] | [4.H]

W
art a6 57 | 679|581 59 | &0

Hareketli 4 saatte radara girmis olsun. O andaki hizini yani

4. saatteki hizini (anlik hizini) h e R™ olmak iizere, h — 0
icin [4,4 +h] veya [4 —h,4] aralifinda ortalama hizdan yola
cikilarak anlik hiz bulunur.

Anlkhiz = im AN =)
h—o (4+h-4

o (4 +h)2 +50.(4 + h) — (42 + 50.4)
h-0 h

2
h2 + 58h
= im0 gim (h+58) = 58 olur.

h>o N h—0

Anlikhiz = ¢im S =SE=N)
hso 4-(4-h)

(4 504) (141 + 504 =]

h—0 h
2
—h h
=~ gim ZMEBD e (Ch458) = 58
hso h h—0

olur.

Ancak hizin genel adi tirevdir. Diger bir ifadeyle, bir
fonksiyonun bir noktadaki degisme hizi, fonksiyonun o
noktadaki tlrevidir.




[4,4 +h] icin hesaplanan anlik hiz, sagdan tiirev;
[4 —h4] icin hesaplanan anlik hiz, soldan tlirev olarak

adlandirilir.

Uyan

Anlik hiz igin, sagdan tiirevin soldan tiireve esit olusuna
dikkat ediniz.

2. Tiirev ile Tegetin Egimi Arasindaki iligki

f(x) = X2 paraboliine A(2,22) noktasinda gizilen tegetin
egimini aragtiralim:

4 Dizlemde A(x1,y1) ve
: B(xz,yz) noktalarindan
&[22 gegen dogrunun egimi:
Yo ¥
sl
® X2 - X1
/ a hesaplanir.

Omegin; y = x2 egrisi lizerinde A noktasina yakin

B1 (1,12) noktasi igin,

_ ydekidegisim 12 —22

= —— = = 3 bulunur.
AB1  xdekidegisim 1-2

y = x2 egrisi (izerinde A noktasina yakin 82(1.9,1.92)

noktasl icin,

_ ydekidegisim 2% —1,0?

= —— = = 3,9 bulunur.
ABy  xdekidegisim 2-19

y = x2 egrisi lizerinde A noktasina yakin C1 (3,32) noktasi

icin,

_ ydekidegisim 3% —22
~ xdekidegisim  3-2

m =5 bulunur.
AC1

y = x2 egrisi lizerinde A noktasina yakin C2(2.1,2.12)

noktasi igin,

_ ydekidegisim 2,12 _22
ACy  xdekidegisim  21-2

=41 bulunur.

Elde ettigimiz sonuglari bir tabloyla gdsterelim:

Mokta (1,123 (1-9.1.923(2.1,2.123 (3,32)

Edjim 3 39 41 3

f(x) = x2 paraboliine A(2,22) noktasinda cizilen tegetin
egimini h e R* olmak tizere, h — 0 icin A ve

C(Z +h,(2+ h)2 ) noktalarindan gegen dogrunun egimini
bulalim:

.ﬂ.[E,l:2+h:|2]

/ 2+h

@2+n?-22

. 4h+h?
h—0 (2+h)-2

h—>o0 h

4

fim m =
h—0

Bu deger f(x) = x2 fonksiyonunun x =2 noktasindaki
sagdan tlrevidir.

C(Z —h,(2- h)z) noktalarindan gegen dogrunun egimini
bulalim.




2
C[2.02-h]

NV
0 /E—h

, (2-h?2 22
/im m = /im — =
h>0 AB ho (2-h)-2

—4h+h?

/ 4
h—>o —h

Bu deger f(x) = x2 fonksiyonunun x =2 noktasindaki
soldan turevidir.

Bir fonksiyonun bir noktadaki tiirevi fonksiyonun o noktadaki

tegetinin egimidir.

Buna gore f(x) = x2 paraboliine A(2,22) noktasinda
Gizilen tegetin egimi 4 tir.

Uyan

Tegetin edimi i¢in, sagdan tlrevin soldan tireve esit
olusuna dikkat ediniz.

3. Tiirevin Tammi (1)

a, b birer reel say olmak lizere, f : [a,b] — R fonksiyonu

verilmis olsun. x0 e (a,b) icin,

sim  ————2- limiti bir reel say! ise, bu limit degerine
x—>x X=X
0
f fonksiyonunun x0 noktasindaki tlirevi denir ve fl(xo) ,

Df(x ) veya ﬁ(x ) ile gosterilir.
dx o

x—x =h alinirsa x - x_i¢in h — 0 olur. Bu durumda,
0 (0]

tanim olarak,
, f(x +h)—"f(x )
f(x )= fim 9_ ifadesi alinabilir.
O h>o0
Ornek:

f:R—>R, f(x)= x2 fonksiyonunun x =2 noktasindaki
tdrevini bulalim.

Coziim:
2 2

' H(x) (2 2
fe am Q=f@_ 0 X

x—>2 X x—>2 X2

2)(x -2

gm XD o —2h2-4

X — 2 X—2 X —2
Ornek:

f:R—>R, f(x) = x3 fonksiyonunun x = 4 noktasindaki
tirevini bulalim.

Goziim:
3 43
' f(x) - (4 —4
Fy= am M X
x—>4 X= x—>4 x—4
(X — 4).(x2 + 4x + 16)
= (im
Xx—4 x—4
. 2 2
= /fim (x” +4x+16) =4~ + 4.4 +16 = 48 olur.
X —>4
Ornek:

f:R—>R, f(x)= x2 fonksiyonunun x =t noktasindaki
tirevini bulalim.




Goziim:
2 2
' f(t +h) — f(t t+h)% -t
f(t)= ¢im M: /im L
h—0 h h—0
2
2th +h
= gim N i (2t h) = 2t+0 = 2t
h—0 h—0

4. Tiirevin Tanimi (2)

AcRveaecAolsun. f: A —R fonksiyonu igin,

fim fx) - (@) limiti varsa bu limite f fonksiyonunun
x>at 8

x = a noktasindaki sagdan tlirevi denir ve

oty (01

x—>at

bigiminde gdsterilir.

Benzer sekilde,

f(x) - f(a)

_  X—a
X—>a

x = a noktasindaki soldan tlirevi denir ve

fim limiti varsa bu limite f fonksiyonunun

-  f(x)-f(a)

biciminde gdsterilir.

f fonksiyonunun x = a noktasindaki sagdan tirevi soldan
tiirevine esit ise f fonksiyonunun x = a noktasindaki
tdrevi vardir. (Bulunan bu limit degerleri, o noktadaki tireve
esittir.) Aksi halde tirevi yoktur.

Sonug

1. f(ah)= f'(a_) ise f fonksiyonunun x = a
noktasinda tlirevi vardir.

2. f fonksiyonunun x = a noktasinda tlirevi varsa f
fonksiyonu x = a noktasinda sureklidir.

3. f fonksiyonu x = a slrekli oldugu halde, o noktada
tirevi olmayabilir.

4. f fonksiyonu x = a sirekli degilse tiirevli de degildir.

Ornek:

—-X+8, x>3vex#5

f:R—>R, f(x) =486, x=5

(x=1)2+1,x <3

fonksiyonunun X' in-1, 1, 3, 5 ve 8 degerlerinin kaginda
tdrevli oldugunu bulalim.

Goziim:
¥
E ................................... ,
L x
K I R ANy
Fet)= dm TIZTCD
x — -1 X=(=1)
P (e e () )
X — —1 X+1
2
— lim X —2x+3: im (x=3)(x+1)
x—> -1 Xx+1 x—> -1 X+
= /im (x-3)=-1-3=-+4
X — -1
Fy= dm 110
x—>1 x-1
2 2
~ im [(x=1)"+1-[(1-1)" +1]
X —1 x-1
2
= m B0
X 1 X+1 2




Fonksiyonun belirttigi egriye x = 1 noktasinda cizilen
tegetin egiminin 0 (sifir) oldugunu bulduk. (x =1
noktasinda cizilen teget Ox eksenine paraleldir; yani egimi
sifirdir.)

x = -1 ve x =1 noktalarindaki tirevleri sagdan tlrev,

soldan tlrev yaklagimi ile hesaplasaydik ayni sonug gikardi.

Egrimize x = 3 noktasinda birden fazla tedet ¢izilebilir. Bu
durumda, bu noktadaki tiirev nasil hesaplanacaktir?

Verilen grafikte de gorliimekte oldugu tzere, f(x)
fonksiyonu, x = 3 noktasininsaginda y = —x+8; x =3

noktasinin solunda y = (x — 1)2
tanimlanmistir. Buna gére,

+ 1 fonksiyonuyla

f37 )= am W=
x—3

X— 3

[(x=12 + 1= [(3 =12 +1

= /fim
_ x—3
X—3
X2 —2x—3 (x=3)(x+1)
= f/m ————= /(fim —M=
_ x=3 _ x—3
X—3 X —>3

fim (x+1)=3+1=4

xX—>3
A f(x) — (3)
x 3t X0
_ im (-x+8)—(-3+8)
x — 3" X3
—  fim _“33: fm (+1) =1
x—>3" x -3t

f(37)=f (3) olduguicin x = 3 noktasinda f(x)
fonksiyonunun tlirevi yoktur.

Fonksiyonun x = 3 noktasinda strekli oldugu halde
tirevinin olmadigina dikkat ediniz.

f(x) fonksiyonu x = 5 noktasinda strekli olmadigindan bu
noktada tlirevi yoktur.

x = 5 noktasinda sagdan tiirev de soldan tiirev de -1 dir.
Sagdan tiirevin soldan tiireve esit olmasi, bu noktada
trevin olmasi igin yeterli degildir.

f'(8) = /(im 100 ~ 1(8)
x—28

x—8

~ im (-x+8)—(-8+8) _

fim (1) = —1
x— 8 x-8

x—8

x > 3 igin f(x) = —x + 8 fonksiyonu bir yari dogru belirtir.
Dogrunun lzerindeki herhangi bir noktadan cizilecek teget,
dogru ile gakigiktir. Bunun igin tegetin egimi dogrunun
egimine esittir. Nitekim, f(x) = —x + 8 dogrusunun egimi de
-1 dir.

Buna gore, verilen noktalardan -1, 1 ve 8 de fonksiyonun
tdrevi vardir.

Ornek:

[-7,10) araliginda tanimli f fonksiyonu, yukarida verilen
grafik ile tanimlaniyor.

Buna gére xin-7,-4,-2,0,3,5,7,9ve 10 degerlerinin
kaginda f fonksiyonunun tiirevi vardir?

Goziim:

Bir aralikta tanimli fonksiyonun ug noktalarda tiirevi olmaz.
GUnki bu noktalarda birden fazla teget s6z konusudur.

Buna gore, x = -7 de ve x =10 da tiirev yoktur.

x=0, x=3, x=5, x =7 noktalarinda fonksiyon
stireksizdir. Stireksizlik noktalarinda tiirev olamayacagi igin,
bu noktalarda tlirev yoktur.

x=-4, x=-2, x=09 noktalarinda sagdan tirev, soldan
tiirevden farkli olacagi igin, bu noktalarda da (streklilik
olmasina ragmen) tlirev yoktur.

Buna gédre, verilen noktalardan hig birinde fonksiyonun
tdrevi yoktur.




Ornek:

2

1 . L o
f(x) = X+ fonksiyonunun tlirevinin olmadidi noktalar
X3 - X
bulalim.
Coziim:

Bir fonksiyon paydasini sifir yapan degerlerde tanimsizdir.
Tanimsiz olunan noktalarda stireksiz olup tlirev
olamayacag! icin, bu noktalarda tlirev yoktur. Buna gore,

x3 —x=0=x(x=10(x+17=0
= x =0 veyax = 1 veya x = —1 degerleri igin

f(x) fonksiyonunun tlirevi yoktur.

Sonug

Bir fonksiyonun, bir noktada tiirevinin olmasi igin gerek
kosul, o noktada surekliliktir. Ancak bu, o noktada tiirevinin
olmasi igin yeterli degildir.

Yorum

Konunun buraya kadar olan kisminda; tiirev kavramini,
tdrevin tanimini, bir noktada tlrevin olmasinin veya
olmamasinin hangi kosullara bagl oldugunu, bir noktada
tirevin anlamini ortaya koymaya galistik.

Butiin bunlari gergeklestirebilmek igin, fizigin ortalama hiz
ve anlik hiz; analitik geometrinin teget ve egdim kavramlarini
kullandik.

Anlik hizin genel adinin tlirev oldugunu, diger bir ifade ile bir
fonksiyonun bir noktadaki degisme hizinin fonksiyonun o
noktadaki tlirevi oldugunu gésterdik.

Bir fonksiyonun bir noktadaki tirevinin fonksiyonun o
noktadaki tegetinin egimine esit oldugunu gésterdik.

Degisimin limitini kullanarak, tirevin tanimini agagidaki gibi
ifade ettik.
a, b birer reel sayi olmak (izere, f : [a,b] — R fonksiyonu

verilmig olsun. x e (a,b) igin,
(0]

)
sim  ————2— limiti bir reel say! ise, bu limit degerine

f fonksiyonunun x0 noktasindaki tiirevi denir ve fl(xo) ,

Df(x ) veya :_(Xo) ile gosterilir. Buna gore,
X

)

X
—2 dr.

x—x =h alinirsa x - x _i¢in h — 0 olur. Bu durumda,
0 (o]

tanim olarak,
, f(x_ +h)—f(x )
f(x )= fim 9_ ifadesi alinabilir.
° hoo

Son olarak, bir fonksiyonun, bir noktada tiirevinin olmasi igin
gerek kosulun, o noktada streklilik oldugu ancak bunun
yeter kosul olmadigini gdsterdik.

B. TUREV ALMA KURALLARI

1. x" nin Tiirevi
Kural

neR olmak izere, f(x) = x" ise f (x) = nx" ~1dir.

Ornek:

f(x) = x10 fonksiyonunun tlirevini alalim:

10 '

0= (X0

) =100

f(x) = x = 1O.x9 olur.

Ornek:

f(x) = x2 fonksiyonunun tlirevini alalim:

' 2 '

fx) = x> = f () = (%) =242~ " = 2x olur.

Ornek:

f(x) = x fonksiyonunun tirevini alalim:




f(x) =x = f'(x) = (x1)‘ 1 210 21 o,
Ornek:

f(x) =x 2 fonksiyonunun tiirevini alalim;

f(x) = x 2= fl(x) = (x_2)l —ax 2o 73
Ornek:

f(x) = % fonksiyonunun tiirevini alalim;

f(x) = % = x_1 = f'(x) = (x_1)‘ =1 x_1_1 ——Xiz
olur.

Ornek:

f(x) = 3\/x72 fonksiyonunun tiirevini alalim:

2

2
£(x) :3\/;2: x3 = f(x)=|x3

Ornek:

f(x) = \/; fonksiyonunun tiirevini alalim:

tur

2. Sabit Sayinin Tiirevi

Kural

¢ € R sabit sayl olmak iizere f(x) =c ise fl(x) =0 dir.

Yani sabit sayinin tirevi sifirdir.

Ornek:

f(x) = 10 fonksiyonunun tlrevini alalim;

f(x) =10 =1 (x) = (10) = f (x) =0 olur.

Ornek:

f(x) = 102007 fonksiyonunun tlirevini alalim:

fx) = 1027 = £ (x) = (102007) = f (x) = 0 olur,
Ornek:

f(x) = —x fonksiyonunun tlrevini alalim:

— 7 e R bir reel sayi oldugundan sabit sayidir. Buna gore,

f(X) = =1 = f (x) = (=) =T (x) = 0 olur.

Ornek:

2007 . .
f(x) = —— fonksiyonunun tirevini alalim:
2008

2007 ' 2007 :
f(x):ﬂ:f(x): 207 =f (x)=0 olur.
2008 2008

3. Sabit Sayi ile Fonksiyonun Carpiminin Tiirevi

Kural

¢ € R sabit sayl olmak lzere, [c.f(x)] =c.f (x) ir.




Ornek:

f(x) = 10.x2 fonksiyonunun tiirevini alalim:

2

f(x) =10x" = fl(x) =10.(x")

) =10.(2x) = 20x olur.

Ornek:

f(x) = 10.x fonksiyonunun tlirevini alalim:

H() = 10x = f () =10.x) =10(1x" "]

Ornek:
f(x) = 10.g(x) fonksiyonunun tlrevini alalim;

f(x) = 10.(x) = f (x) = (10.g(x)) =10 (x) olur.

Ornek:

f(x) = i(—())() fonksiyonunun tirevini alalim:

f(x) = i(—:)() = f'(x) = (%.g(x))‘ = %.gl(x) = %;() olur.

4. iki Fonksiyonun Toplaminin Tiirevi
Kural
f(x) ve g(x) tlrevlenebilen iki fonksiyon olmak (izere,

[f0)+g(x)] =f (x)+g () ti.

Yani iki fonksiyonun toplaminin tlirevi fonksiyonlarin
tlirevleri toplamina esittir.

Ornek:

f(x) = x2 + e fonksiyonunun tlrevini alalim;

) =10.1=10 dur.

f‘(x):(x2+e)' :(xz)'+(e)' =2x+0=2x (eeR)

Ornek:

_ x5 +12x2

f(x)

fonksiyonunun tlirevini alalim;

5. iki Fonksiyonun Farkinin Tiirevi
Kural
f(x) ve g(x) tirevlenebilen iki fonksiyon olmak izere,

[f(x)—g(x)] =f (x)—g (x) ti.
Yani iki fonksiyonun farkinin tirevi fonksiyonlarin tiirevleri

farkina esittir.

Ornek:

f(x) = x5 —4x3 fonksiyonunun tlrevini alalim:
f‘(x) = (x5 —4x3)l = (xs)' —(4x3)l
—5x0” r 4.(x3) —5t - 4.(3.x3 - 1)
= 5x4 —12x2 olur.

Ornek:

f(x) = x2 + 4x — 4 fonksiyonunun tlirevini alahim:




f(x)= ( 2 | 4x —4) - (xz) va(x) —(a)

=2x+41-0=2x+4

Ornek:

d . -
™ (X100 —100x + 1009) isleminin yapalim:
X

d \
d_(x100 —100x + 1009): (x100 —100x + 1009)
X

= (x1°°) ~ (100x) + (1009)

100 —1 1-1
X -

=100 100.x +0

~100x® ~ 100 olur.

6. iki Fonksiyonun Garpiminin Tiirevi
Kural

f(x) ve g(x) tlrevlenebilen iki fonksiyon olmak Uizere,

[f(x)-g(x] = f (x).9(x) +f(x).g () tir.

iki fonksiyonun carpiminin tiirevi; birinci fonksiyonun tiirevi
ile ikincinin ¢arpimina, birinci fonksiyon ile ikincinin tlirevinin
garpimi eklenerek bulunur.

Ornek:

f(x) = ( 34 1)(x2 —8x + 2) fonksiyonunun tiirevini alalim:

f(x) = ( 3 +1).(x —8x+2)+ (x3 +1)(x2 —8x+2)
= (3x2 + 1)(x2 —8x+ 2)+ (x3 + 1)(2x - 8)

= 5x4 — 32x3 + 6x2 +2x — 8 olur.

Ornek:

f(x) = ( 2_ 1)(1 - x3) olduguna gore £ (—) degerini
bulalim:

7. iki Fonksiyonun Boliimiiniin Tiirevi

Kural

f(x) ve g(x) tirevlenebilen iki fonksiyon ve g(x) = 0 olmak
lzere,

1 fonksiyonunun tlirevini alalim:
X+

oot
(x+1)2

X+1
_ (2x—1).(x+1)—(x2—x)1 X2 2x-

olur
x2+2x+1 x2+2x+1
Ornek:
2
x5 =11, . e
i( X J ifadesinin esitini bulalim:
dx| x-—

i(sz —1] _ (2x2 —1).(x ~2)- (2x2 —1)(x ~2)
dx{ x-2 (x—2)2




) 4x.(x—2)—(2x2—1)1 2 —8x+1
X2 _4x + 4

olur.
x2 —4x+4

8. Mutlak Deger Fonksiyonunun Tiirevi

Kural

(x) =|g(x)| olsun.

x0 dederi, g(x) = 0 denkleminin tek katli koki degilse,

Fx )= g'(xo).Sgn[g(xo)] dr.

x0 degeri, g(x) = 0 denkleminin tek katli kdkii ise,

£ ktur.
(xo) yoktur.

Ornek:

2

f(x) = [x© =X

1
fonksiyonununxin-1,0, —,1,ve?2

2
degerlerinin kaginda tiirevi vardir?

Goziim:

Bu fonksiyonun trevlerini, dncelikle yukaridaki kurali
uygulamadan sonuglandiralim. Mutlak degerli ifade, parcali
fonksiyona donustirtillp, sonuglandirilabilir.

x <0 veya x > 1 ise,

f(x) = X2 —x :x2—x3f (x) =2x —1 dir.

f (=) = 2,(=1) —1= -3 tir.

f(2)=22-1=3 tir.

0<x<1 ise,

2

f(x) =[x —x :—x2+x:>f (x) = =2x+1 dir.

1 1
f(=)=-2.—+1=0 dr.
2 2

® 0 1

xz—x +¢—¢'+
2

flx] = |x2 - :=C|

fix1

x =0 ve x =1 degerlerinde sagdan tiirev soldan tiirevden
farkli oldugundan bu noktalarda tiirev yoktur.

x =0 ve x =1 degerlerindeki tlirevleri yukaridaki kurala
gore bulalim:

x =0 ve x =1 degerleri x2 —x =0 denkleminin tek katli
kokleridirler. Bunun igin bu noktalarda tlirev yoktur.

Ornek:

f(x) = X2 —2x +1 fonksiyonunun x =1 noktasindaki

tirevi kagtir?

Cozim:

¥ Mutlak deger fonksiyonu negatif
sayilarin igaretini degistirir. Fakat
pozitif sayilarda higbir degisiklik
yapmaz. Buna gdre,

2

f(x) =
dir.

—-2x+1

(><—1)2‘:(><—1)2 = %% _2x+1

f(x):x2 -2x+1=f (x) = 2x -2 dir.

f(1)=21-2=0 olur.
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Sonug

Mutlak deger fonksiyonu tek katll
koklerde kdse (ug) olusturur.
Kose (ug) noktalarda tiirev

\/_\ yoktur.
. L2
x =1degeri x" —x=0
denkleminin tek katli kokGddr.
Bunun igin f(x) = 2 _x fonksiyonunun x =1 noktasinda
tirevi yoktur.
Halbuki ¢ift katl koklerde kdse
(ug) olusmaz. Bunun icin, cift
katli kbklerde tirev vardir ve
sifirdir.
.2
x =1 degeri x™ —2x+1=0
denkleminin cift katli kokidtr. Bunun igin
f(x) = X2 —2x +1 fonksiyonunun x =1 noktasinda tiirevi
vardir..

9. lisaret Fonksiyonunun Tiirevi

Kural

. 0, gix )=0
f(x) = sgnlg(x)] ise f (x )= °

0 Yoktur , g(xo) =0

Ornek:

f(x) = sgn(x2 —-5x+ 4) olduguna gére f (—2) kagtir?

Goziim:
1.Yol
¥ x = —2 deki tlrevi aragtiracagimiza
1—@ gore fonksiyonun x = -2 yi kapsayan
i . kiclk bir araliktaki gértintisti, 6rnegin
ot x<1icinolugan goriintlisi tirevi
belirlemek igin yeterli olur.

Grafikten de gdrilecegi gibi, bir sabit
sayinin (y = 1) tirevi sorulmaktadir.

Bitlin sabit sayilarin tirevi sifir olacagi igin f'(—2) =0dr.

2.Yol

x = —2 deki tlirevi yukaridaki kurala gére bulalim:

x = -2 degeri x? —5x+4 = 0 denkleminin koki degildir.
Bunun igin fonksiyonun bu noktada tirevi vardir; ve sifirdir.

Ornek:

f(x) = sgn(x2 -5x + 4) olduguna gére £ (1) kactir?
Coziim:

¥ x =1 deki tirevi
arastiracagimiza gore
fonksiyonun x =1 i
kapsayan kigUk bir
araliktaki géruntisd,
ornegdin x < 4 igin olusan
gorintusu tirevi
belirlemek igin yeterli olur.
Grafikten de gortilecegi gibi, fonksiyon x =1 de sagdan ve
soldan limitler farkli oldugundan stireksizdir. Stireksizlik
noktasinda tlirev olamayacagindan fonksiyonun x = 1
noktasinda tlirevi yoktur.

A

2.Yol

x =1 deki tirevi verilen kurala gére bulalim:

x =1 igin x2 —5x +4 =0 denkleminin saglanmaktadir.

Yani x =1 degeri x2 —5x +4 =0 denkleminin kokudar.
Bunun icin fonksiyonun bu noktada tirevi yoktur.

Sonug

Mutlak deg@er fonksiyonu, isaret fonksiyonu ve tam deger
fonksiyonu ile ilgili ifadelerin tiirevi, kurallar yardimiyla

sonuglandirilabilir. Ancak, bu fonksiyonlar pargali fonksiyona
donustirdlerek de sonuca gidilebilir.

Ornek:

f(x) = sgn(x2 —5x + 4) fonksiyonunu pargali fonksiyona
donlstlrerek tlirevini aragtiralim.

Goziim:

x2—5x+4:03x:1 veya x =4 tlr.
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1, x<1veyax >4

f(x) =40, x=1veyax=4
-1, 1<x<4
0, x <1 veyax >4
f(x)=9Yoktur, x=1veyax=4
0, 1<x<4

10. Tam Deger Fonksiyonunun Tiirevi

Kural

g(xo) ¢ Z

(x) = |o(x)| ise fl(xo) =
Yoktur , g(xo) el

Ornek:

X

f:[-48] >R, f(x)= H4 olduguna gore f'(—2) kactir?

Coziim:
! ’
1 . &
4 ®
: '
” 4
—

x = —2 deki tirevi arastiracagimiza gore fonksiyonun

x = —2 yi kapsayan kugUk bir araliktaki gorintlst, érnegin
x < 0 igin olugan goriintlist tirevi belirlemek igin yeterli
olur.

Grafikten de gdrilecegi gibi, bir sabit sayinin (y = -1) tlirevi
sorulmaktadir.

Bitlin sabit sayilarin tirevi sifir olacagi igin f'(—2) =0dr.
2Yol

x = —2 deki tlrevi yukaridaki kurala gore bulalim:

X
x = -2 degeri (|-
g 4

Bunun i¢in fonksiyonun bu noktada tirevi vardir; ve sifirdir.

Ornek:

X

f:[-48] >R, f(x) = H4 olduguna gére f'(4) kactir?

Goziim:
Fonksiyonun grafigini bir 6nceki érnekte vermistik.

x = 4 teki tlirevi aragtiracagimiza gére fonksiyonun x = 4
yi kapsayan kuguk bir araliktaki g6rintusu, 6rnegin

0 < x < 8 icin olusan gorintusu tirevi belirlemek icin yeterli
olur.

Grafikten de gortilecegi gibi fonksiyon bu aralikta sagdan ve
soldan limitler farkli oldugundan sureksizdir.

Siireksizlik noktasinda tiirevi olmayacag! igin f'(4) yoktur.

2.Yol

x = 4 teki tlrevi yukaridaki kurala gére bulalim:

X

x =4 degeri 1 ifadesinin icini tam sayi yapar.

Bunun igin fonksiyonun bu noktada turevi yoktur.
Ornek:

f:[48] >R, f(x) = H% fonksiyonunu pargali

fonksiyona dénustlirerek trevini aragtiralim.

Goziim:

—4§x<0:—1§§<0:H§H:—1:f(x):—1 dir.
X X
OSx<4:0£z<1:>HZH:O:f(X):O dir.

4sx<8:1s§<2:>”§”:1:>f(x):1dir.

X

x=8= | =|7| =2 = fx) =2 dir.

8
2
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-1, -4<x<0
0, 0<x<4
f(x) =
1, 4<x<8
2, x=8
0, -4<x<0
' 0, O0<x<4
f(x) = olur.
0, 4<x<8
Yoktur, x=4,x=0,x=4,x=8
Ornek:
3x +1 . i '
f(x) = HT olduguna gore f (3) kagtir?
Goziim:
T S ||
x = 3 degeri |[———]| ifadesinin i¢ini tam sayI yapmaz.

Bunun igin fonksiyonun bu noktada tiirevi vardir; ve sifirdir.

11. Bileske Fonksiyonunun Tiirevi

Kural
[(gof k] = (atfexn) =g [f0 ]t
Ornek:

f(x) = (6x2 - 2x - 10)3 olduguna gére f'(2) kactir?
Goziim:

g(x) = 6x2 —2x—10 olsun.

f(x) = (6x2 —2x— 10)3 = f(x) = [Q(X)]3

(alf(01) =g [fx)]f (x) olduguna gére,

o (x) = B(6x% — 2x—10%)(12x — 2)

—f (2) =3(62% —22-10°)(122—2)

= f (2) = 6600 olur.

Sonug

f (2) gbsterimi [f(2)]' gosterimi ile karigtirilmamalidir.

f'(2) # [f(2)]' dir. Glinku fl(2) gosterimi, fonksiyonun
tirevinin, yani f'(x) in x = 2 igin degeridir.

[f(2)]' gdsterimi, fonksiyonun x = 2 igin dederinin (yani,
bir reel sayinin) tiirevidir.

Ornek:

f(x) = (x2 - 5x)2 +x% _5x—5 olduguna gére f'(5)
kagtir?

Goziim:

g(x) = x2 —5x olsun. g (x) =2x -5 olur.

100 = [g00 ]2 + g(x) -5 olur.

ool = P o0

[ llox)] +9 x) -0

_..
—
3
Ra”
Il
N

f(x) = 2.(x2 - 5x)(2x - 5)+ 2x -5

f(5) = 2.(52 - 5.5)(2.5 ~5)+25-5=5 olur.
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Ornek:

h(x) = f(x2 _ 3x) olduguna gore h (5) degerini
hesaplayalim.

Goziim:

fl (x2 - 3x)(2x - 3)

h(s)=f (52 - 3.5)(2.5 ~3)=7f (10) olur.

Ornek:
e} = = olduguna gére g (1) degerini hesaplayalim.
f(x2)
Goziim:
g (x) = (x = 1) £(63) =1 (6)(x2) (x ~ 1)
£2(x%)

C Ry —f (12).24.(1-1
gy WA=l iziny
£2(2)

12. Koklii Fonksiyonunun Tiirevi
Kural

m
n

u = f(x) olmak iizere, y = Nu™ = u" ise

' m m 1 '

y‘ :[%J =[un =m.un .ul ___mu
n Nl n—m
n.
Ornek:
y= \/(x2 - 5x)2 olduguna gére, y nin tirevini bulalim.
Coziim:
2 1
u=x" —5x olsun. u =2x-5 olur.
2 2, ,
' 2 2 47 2.
y—(W)— IJ3 :E.U3 u = 3 4
332
' 2.(2x -5
y :—3( x—9) olur.
33x2 — 5x
Sonug
1
u = f(x) olmak lizere, y = xﬁ —u? ise
' 1
U _ 1 5—1 U'
Y=(\E)= u2 | =-u u =— olur
2 yRY

Ornek:

y = Vax? — x olduguna gdre, y nin tlrevini bulalim.
Coziim:

2 |l
u=4x" —xolsun. u =8x—1 olur.

8x —1

1 ul
y = =
2.\/u72 2.\/ 4x2 —x

olur.
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13. Logaritma Fonksiyonunun Tiirevi Ornek:

Kural 3 9 2
y=5% ~7% olduguna gére, y nin tiirevini bulalim.

.. \ ! u A
u = f(x) olmak lizere, y =log uise y =—log e olur. Coziim:
a u a

u= x3 —2x2 olsun. u = 3x2 —4x olur.

Ornek:

2 o . e y:5u:>y —u 5% 1nu
y = Iog3 x“ + 5x | olduguna gdre, y nin tlrevini bulalim.

x3 - 2x2

Goziim: = (3x2 —4x).5 .In5

u= x2 +5x olsun. u =2x+5 olur. Sonug

. u . ' ] u
' u=f(x) olmak lizere, y =e” ise y =u.e olur.

y| f(log u)' -4 log efﬂ log_ e olur
3 U3 2 g 3
Ornek:
Sonug _
2x —1 o i PP
y=¢e olduguna gdre, y nin tlrevini bulalim.
. . ' u' u' P .
u = f(x) olmak lizere, y =Inu ise y =—Ine =— olur. Cozim:
u u

u=2x—-1olsun. u =2 olur.
Ornek:

y=e'=y =ue" — 262 o,

f(x) = In(x2 - X+ 10) olduguna gore, f (1) kactir?

Coziim: 15. Parametrik Olarak Verilen Fonksiyonlarin Tirevi
(XZ x4 10) f: A — R fonksiyonu, y = f(x) seklinde belirtilecegi gibi, g
f'(x) = H;@ — X+ 10]] = = 2Zx 1 ve h iki fonksiyon olmak tizere
x2—x+10 x2—x+10
y =g(t)
- 24-1 1
fl) = —=—— = our. X = h(t)
1% —-1+10

denklemleri ile de belirtilebilir. Burada t ye parametre denir.

Bazen y = g(t) ve x = h(t) denklemlerinden t yok edilerek
y = f(x) seklinde bir denklem elde edilebilir. Ancak bu her
zaman mUmkin olmayabilir. Bu durumda,

14. Ustel Fonksiyonunun Tiirevi

Kural

" Co y = g(t) ve x =h(t) parametrik denklemleri ile verilen
u = f(x) olmak lizere, y =a" ise y =u .a .Ina olur. y = f(x) fonksiyonunun tiirevi asa§idaki kural yardimiyla
bulunur.
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Kural
Qo
ﬂ:d_y ﬂzi:y_(t) olur
dx dtde Ak gy
dt
Ornek:

, . d
y =8t +3 ve x =2t +5 oldujuna gore, d_y kagtir?
X
Coziim:

d d
—{x}=—{2t+5}=2
dt{} dt{ 1

d d
—{y}=—{8t+3} =8
dt{y} dt{ }

@
ﬂ:i:y—(t):—:2olur
Ay

dt

2.Yol

x = 2t + 5 denkleminden t gekilip y = 8t + 3 denkleminde
yerine yazilirsa, y 'nin x 'e bagl degerini elde ederiz.

x=2t+5ise t = =2 dgir
2
5
y:8t+3:8.XT+3=4x—17 olur.

Y _(ax-17) =
o (4x 17) =4 bulunur.

Ornek:

9y

y=t3—8t+5 ve x=t2 + 8t +1 olduguna gore y
X

ifadesinin t = 2 igin degerini bulalim.
Goziim:

Bundan &nceki 6rnekte t ‘yi kolayca yok etmistik. Oysa,

bu drnekte, bu kolay degildir. Bunun igin, dogrudan kurali
uygulayacagiz.

& 2
d - .
Y _a 3-8 dir.
dx dx  2t+8
dt
. dy . - . .
Buna gore ™ ifadesinin t = 2 igin degeri,
X
2
25— 1 ..
CHR
dx =9 22+8 3

16. Ardigik Tiirevler

y = f(x) fonksiyonunun tiirevi y =f (x) = j_y olmak lizere
X

1 " " 2
f (x)intireviolany =f (x) = oy ifadesine y = f(x)
dx
fonksiyonunun ikinci mertebeden tlrevi denir.

n
X) = Ll ifadesine y = f(x)
dx"
fonksiyonunun n. mertebeden turevi denir.

()

Benzer sekilde, vy =

(),

Ornek:
f(x) = x3 + x2 + x + 1 olduguna gére f(3) (x) ifadesini
hesaplayalim.

Goziim:

f(x):x3+x2+x+1

f(x):3x2 +2x +1

f (x)=6x+2

f x)=6= f(3)(x) =6 olur.

Ornek:

10

f(x)=x " ise f(10)(x) ifadesini hesaplayalim.
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Goziim:

10 9 "

fx)=x" = f'(x) =10x" =f (x)= 1().9.x8

4)

= f(3) (x) = 10.9.8.x7 = f( (x) = 10.9.8.7.x6

1 .(10) 0

=1 =10987.2x" = 119 x) —10958.2.1x

10)

f( (x) =101.1.=10! olur.

Ornek:

3
< {x.ex + x2} ifadesini hesaplayalim.
dx3

Goziim:

d
— xeX +x2}: eX +x.eX + 2X
dx

2
& {x.ex + xz}: d {ex +xe+ 2x}
dx

dx2

X X X X X
=e +e +xe +2=2e" +xe

3
d
— {«ex + x2}= d {Z.ex + x.ex}: 26% +e% 4 xe*
dX3 dX

43

dx3

X4 xz}: 3% +xe* = eX.(x +3) olur.
17. Kapali Fonksiyonlarin Tiirevi
F(x,y) = 0 seklindeki fonksiyonlara kapali fonksiyon denir.

x in degisken, x in disinda kalanlarin sabit gibi
dusuntimesiyle alinan tirevi Fx ile ve y nin degisken, y nin

disinda kalanlarin sabit gibi diistiniimesiyle alinan tirevi Fy

ile gdsterelim.

Buna gore, kapali fonksiyonun tlrevini su kural yardimiyla
buluruz.

Kural
F
' dy X
F(x,y)=—=--="dir.
x.y) dx F
y
Ornek:

F(x,y) = 3x2y5 +2x3y + x3 + y2 +1=0 olduguna gére
F ive F yihesaplayalim.
X y

Goziim:

d d{szs 3...3,.2 }
— FXy) = —PBxXY +2x7y + X7 +y© +1
dx{( y)} o Y y y

dr(x,y)

4 =2.3x1y5 +3.2x2y+3.x2 +0+0
X

F = 6xy5 + 6x2y + 3.x2 olur.
X

d d{325 3,..3,.2 }
— FXy) = —PXY" +2X7y + X7 +y° +1
dy{( y)} & y y y

dF(x,y)

§ = 5.3x2y4 +1.2x3yO +0+2y1 +0
y

F = 15x2y4 +2x3 + 2y olur.
y

Ornek:

F(x,y) = x2y10 X0 y21 +1=0 olduguna gére F ive
X

Fy yi hesaplayalim.
Goziim:

d d{xz 0,5, .21 }
—Fxy) == + X7 +ye 1
dx{( y)} o Y y

dF(x,y)
dx

= 2.x1y10 +5x4 +0+0=F = 2xy10 +5x4
X

olur.
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d d{xz 10 21 }
—Fxy) == +x0 4y 1
dy{( y)} ™ y

dr(x,y)

y :10.x2y9 +0+21.y20 +0
y

F = 10x2y9 +21y20 olur.
y

Ornek:

2 2 o . ' .
F(x,y) =x" —y~ +1=0 olduguna gére F (x,y) vi
hesaplayalim.
Goziim:
x2 - y2 +1=0 denkleminin her iki tarafinin x e gore
tlirevini alarak sonuca gidelim.
F(x,y) = 0 denkleminde x e gére tlrev alinirken, x in

badimsiz degisken, y nin ise x e bagiml degisken (yani
fonksiyon) anlami taslyacagina dikkat edilmelidir.

d12 2 }_i

L if- 2
d z},i{z} 4
dx dxy +dx{1}_0

d dy
2X —2y.— +0=0= -2y.— =-2x
ydx{Y} ydx

-2
&y _ o X F (x, y)—— olur.
dx -2y vy y
2.Yol

Simdi kural yardimiyla istenen tlrevi hesaplayalim:

F =2x—-0+0=2x olur.
X

F =0-2y+0=-2y olur.
y

FX
F (x,y) :—F—:——:
y

Ornek:

F(x,y) = 3x2y +2xy3 +3 =0 olduguna gore F (x,y) vi
hesaplayalim.

Goziim:

3x2y + 2xy3 +3 =0 denkleminin her iki tarafinin x e gére
tlrevini alarak sonuca gidelim.

—{")X y+2xy3+3}:di{}

%{SXZy}+%{2xy3}+%{3} =0

d ' .
Y y olmak Uzere,
X

(6xy+ y'.3x2 )+ (2y3 + 6xyz.y')+ 0=0

y .(3x2 + 6xy2): —6xy— 2y3

v 76xy72y3

3x2 + ny2

3
' 2
=F (x,y) = —M olur.

32 4 6xy2
2.Yol

Simdi kural yardimiyla istenen tlrevi hesaplayalim:

F =6xy+ 2y3 olur.
X

F = 3x2 + 6xy2 olur.
y

3
' 6xy+ 2y
Fxy)=-—7"—"+

3w ¢ ny2

bulunur.

Ornek:

Fx,y) = X3y + X2y4 s y3 -5 =0 olduguna gore

Fl(x,y) yi hesaplayalim.
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Goziim:

F = 3x2y + 2xy4 + 5x4 olur.
X

F = x3 +4x2y3 + 3y2 olur.
y

' 3x2y + 2X y4 + 5x4
Y e a?
X7 + 4x°y° + 3y

bulunur.

18. Trigonometrik Fonksiyonlarin Tiirevi

Kural

u = f(x) olmak lizere (sinu) =u .cosu dur.

Ornek:
y = sin(2x — 60) olduguna gore, y nin tlrevini bulalim.

Coziim:
' d d
2x—60 =u olsun. u = —{2x} — — {60} = 2 olur.
dx dx

y =sinu=y =u .cosu = 2.cos(2x — 60) olur.
Ornek:

d ) . -

d—[x.smx + x] ifadesinin sonucunu bulalim.
X

Coziim:

d , d , d
—[x.sinx + x] = — (x.sinx) + — (x
dx[ ] dx( ) dx()

=1.sinx + x.1.cosx +1

= X.CosX + sinx + 1 olur.

Kural

u = f(x) olmak lizere (cosu) = —u .sinu dur.

Ornek:
y = cos(4x + %) olduguna gére, y nin tirevini bulalim.
Coziim:
ax+E —uolsun v = Lqaxg— L% 2 4 olur,
6 dx dx 6

y =cosu=y =-u.sinu=—4.sin{édx+ g) olur.

Ornek:
y = tan[f(x)] olduguna gére, y nin tirevini bulalim.
Goziim:

u = f(x) olmak lizere, y = tanu ise,

' ' sinu u'.coszu+u'.sin2u
y =(tanu) = — | =—/mm
cosu coszu

ul.(sin2 u-+ cos2 ) _ u'

0052 u COS2 u

=u (1 + tan2 u) dur.

Sonug
u = f(x) olmak lizere,

' u
tanu) =
(tanu) 2

cos™ u

—u |1+ tan? u) olur.

19. Ters Fonksiyonlarin Tiirevi

f: A — B, birebir ve 6rten bir fonksiyon ise f(x) in tersi

olan f_1(x) fonksiyonu bulunur. Sonra tiirev alinir. Bunun
zor oldugu durumlarda ters fonksiyonun tlrevi sdyle alinir.

flx )=y e
0 0

()= o

f(x)

(y )=x olmak lzere,
(o] 0]
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Ornek:

f(x) = 4x —1 olduguna gére (f‘1) (5) i bulalim.
Goziim:

Fonksiyonun tersini bulup tlrevini alalim:

f(x) = 4x —1= 1 () :XTH tir.

Buna gore,

(—1) 0= = (—1) (5) =~ olur
4

2.Yol

Tersini kolayca bulamayacagimiz fonksiyonlarla
karsilagabiliriz. Bunu icin, simdi de verilen kurali
uygulayalim:

y, = 5 teki tirevi hesaplayacagimiza gore, Y, = 5

kosulunu saglayan x0 degerini bulmaliyiz.

=f(x =4x -1=>5=4x -1
yo (o):)yo 0 = o

Ornek:

x > 2 olmak lizere f(x) = (x — 2)2 +1 olduguna gdre

(_1)'(5) i bulalim.

Coziim:

Fonksiyonun tersini bulup tlrevini alalim:

Xx>2 Ve f(x) = (x=2)2 +1= £ (%) = Jx—1+2 di.

Buradan,

f1 (5) = ! :1 bulunur.
4

2.Yol

Y, = 5 teki tlrevi hesaplayacagimiza gore, Y, = 5

kosulunu saglayan x0 degerini bulmaliyiz.

—_
—~~
S
~

Uyari

Verilen iki 6rnekte, fonksiyonlarin tersleri kolayca
bulunabiliyordu. Simdi de tersi kolayca bulunamayan iki
6rnegi ele alacagiz.
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Ornek:

f:R >R, f(x) = x° —x olduguna gére (f_1) (6)
bulalim.

Goziim:

y0 =6 daki tirevi hesaplayacagimiza gore, yO =6

kosulunu saglayan X degerini bulmaliyiz.

y =f(x )=y =x " -x :>6:x37x
0 0 0 0 0 0 0

= Xg =2 dir.

(_ 1) (6)= 1 olacagindan,

() =x° —x=f (x) =3x> ~1= 1 (2) =11 dr.

(—1)'(6): L = 1 bulunur.

Ornek:

Xe (Ogj olmak iizere, f(x) = tanx olduguna gore

(f_ 1)'(1) i bulalim.

Coziim:

y0 =1 deki tirevi hesaplayacagimiza gére, yo =1

kosulunu saglayan x0 degerini bulmaliyiz.

:f :t 1:t
yo (xo) = y0 an(xo) = an(xo)

T .
= X = — ftur.
4

olacagindan,

) -

f(x) = tanx = T (X) =1+ tan2 x = f Gj:z dir.

Sonug
Trigonometri konusunda f(x) = tanx fonksiyonunun tersinin

! (x) = arctanx oldugunu vermistik.

Bu durumda, yukaridaki érnekte y = arctanx fonksiyonunun

x =1 deki tirevinin % oldugunu vermis olduk.

Ters trigonometrik fonksiyonlarin tiirevlerinin bulunmasinda
su formiiller de kullanilabilir.

1. y=arcsinu ise y = U i,
1-u
. ' u .
2. y=arccosuise y =-— dir.
1-u
. ' u .
3. y=artanuisey = dir.
1+u
. ' u .
4, y=arccotuisey =- dir.
1+ u2

Ornek:

1

3.7
y = amsifox ) e ' - AL R
\/1_(3&)2 2.\/x—9x2

Ornek:

d . L
d—(arcsin(cos x)) ifadesinin sonucunu bulalim.
X
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Goziim:

(cos x)

\/1—cos X \/sm2x

— sinx

d
(arcsm (cos x
X

T
. -1, 0<x<—
sinx

= olur.

|sinx|

1, 0<x<E
2

Ornek:
f(x) = ac cotvx ise f (%) Un degerini bulalim.

Goziim:

f(x) = arc cotv/x = f'(x) =-

1+ X
1+(\&)2
1
1
2 _
(1
:f(_j:_—4:—l:—i bulunur.
4 1 5 5
1+— —
4 4

Ornek:

f(x) = arctan(sir? x) ise f '(— 2) {in degerini bulalim.

Coziim:
f|(x) _ (sz XJ _ 2.sinx.cosx  sin2x
1+sin4x 1+sin4x

NEA
(oo 2l
(A

20. Diferensiyel Kavrami

AcR,f:A—>R,y=f(x) fonksiyonu A da
tiirevienebilen bir fonksiyon olsun. x degerindeki degisimi
Ax , buna karsllik gelen y degerindeki degisimi Ay ile
gosterelim. x in diferensiyeli, dx = Ax olmak tzere, y nin

diferensiyeli dy =fl(x).dx fir.

Bir fonksiyonun x noktasindaki tirevi ile dx in ( xin
diferensiyelinin) ¢arpimi, bu fonksiyonun diferensiyeline
esittir.

Ornekler:

o y:x2+3x:>dy:(x2+3x)dx:(2x+3)dx

f(x) = sin2 x = df(x) = (sin2 x) dx = sin2x dx

e f(t) = cos3ix = df(t) = (cos3t) dt = ~3sin3tet
e d(nx) =(|nx)ldx:—

o d(eSinX) _ (eSinX)ldx _ cosx.eSinde

o d(3)=(3) dx=0d=0

e d(cosn) = (cos n)'dx =0dx=0

. d(x—2):(x—2)ldx:1.dx:dx

Uyari

y = f(x) fonksiyonunun diferensiyeli dy = f'(x).dx
oldugundan; tirev alma kurallari diferensiyel igin de
gegerlidir.

Ornek:
e y= ezx.sinx fonksiyonunun diferensiyeli (dy) :
d o
d_y = 2.e2X .sinx + cos x.e2x oldugundan
X
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dy = e2x (

2.sinx + cos x).dx dir.

o y= f(x2 +3x) fonksiyonunun diferensiyeli (dy) :

% =f (x2 +3x).(x2 +3x) oldugundan
X

dy =f (x2 + 3x).(2x + 3)dx dir.

¢O6zZUMLU SORULAR

1. f(x)= x4 —2x3 +4 olduguna gére
f(h—1)—f(-1)

fim kactir?
h—0
Coziim:
Tirev tanimina gore,
am SO=D=1ED i
h—0 h

f(x):x4—2x3+4:>f (x) =4x~ —6x

2. f(x)= e10x +x10 +10 olduguna gdre
gm 1 =fO) kactir?
x—0 X
Coziim:

Tdrev tanimina gére,

f(x)—f(0) ' )
fim TG - 1(0) =f (0) dir. Buna gore,
x—0 X
10 =e % +x10 110 = 1 () = 10" +10x% 40

— 1 (0) =106 +100% =10 olur.

3. f(x)= x3.sgnx olduguna gére f'(2) kactir?
Coziim:

f(x)= 3x2.sgnx+(sgnx) .x3 = 3x2.sgnx+0.x3

=3x2.sgnx

£ (2) = 222 sgn(2) = 121 = 12 bulunur.

' 2
4, f(2)=3,f(2)=5ve gx)= % olduguna gore,
X

gl (2) kactir?

Goziim:

5. f(x3) = x4 +4x — 3 olduguna gére f'(1) kagtir?

Goziim:
f(xs):x +4x—3:>i%(x3)}:i{)<4+4x—3}
dx dx
:i{x3}f'(x3)=4x3+4
dx
:>3x2.f (x3):4x3+4
\ 3
R e Y
3x2

Bu son esitlikte x yerine 1 yazilarak istenen sonuca ulagilir.

3
! 44 g
Frdy= 2% i = 2 bulunur,
27 3
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6. f(x)= HXT_1 .x4 olduguna gére f‘(6) kactir?

Goziim:

X =6 icin XT_1 - % 1z olduguigin f (6) yoktur.

7. y=1f(x) fonksiyonu, x = sin2t ve y = cos2t

parametrik denklemleri ile veriliyor. Buna gére d_y [
X
bulunuz.
Goziim:

Parametrik fonksiyonun tirevi bilgisini kullanarak sonuca
gidelim:

d d
—{x} = —{sin2t} = 2.cos 2t
dt{} dt{ 1

d d
—{y} = —{cos 2t} = —2.sin2t
dt v dt { }

U
ﬂ:i:y_(t)_ﬂ__lomr
dx  dx x'(t) 2.cos 2t y

dt

2.Yol

Verilen parametrik denklemlerin kareleri alinip, taraf tarafa
toplanirsa, kapali fonksiyon elde edilir. Béylece kapali
fonksiyonun tiirevi bilgisini kullanarak sonuca gidebiliriz.

X = sin2t = x2 = sin2 2t dir.
y = cos2t = y2 = 0052 2t dir.
x2 + y2 = sin2 2t + cos2 2t =1 olur.

x2+y2—1=0=>F(XYY)=X2+YZ—1=0 dir.

. F X
F (x,y)=--=%=-==—= bulunur.
F 2y y
y

8. f(x)= x2 +|x —4| olduguna gore f'(3) +f'(5) kagtir?

Goziim:

2 x2+x—4,x24 )
f(x) = x +|x—4| = dir.

x2—x+4, x<4

' 2x+1, x >4
f(x)= olur. O halde,
2x-1, x<4

f(3)+f (5)=23-1+25+1=5+11=16 bulunur.

9. f(x)= x2 +mx +n ve f(1) = f'(3) =5 olduguna gére
m—n farki kagtir?

Coziim:
2 1
f(x) =x"+mx+n=1f (x) =2x+m

f(8)=5=23+m=5=m=-1olur.

f(1):5:>12+(—1).1+n:5:>n:5 tir.

m-n=-1-5=-6 bulunur.

10. f(x) = arctan(cos x) ve sina :% olduguna gére fl(a)

kagtir?
Goziim:
y = arctanu =y = —— olduguna gore,
1+u
f(x) = arctan(cos x) = f (x) = (cosx) L S

1+coszx 1+c032x

. 3 4 .
sina = E => c0sa = E tir. Buna gore,

' i 3/5 15
f(a)=- e / = —— bulunur.

1+ cos? a B 1+(4/5)2

24




1. f:R>R, f(x)= x3 —13 olduguna gdre,
(’1) (14) kagtir?
Goziim:

f(x) = 13 f_1(x) — 8/x+13 tiir. Buna gére,

1) 1 11
( 1) (1) —— = — = bulunur.
334 4132 33

2.Yol

Y, = 14 deki tirevi hesaplayacagimiza gore, Y, = 14

kosulunu saglayan x0 degerini bulmaliyiz.

3 —13:>14:x03 -13

=X 3=27:>x0:3t[]r.

(_1) (14): T olacagindan,

©)

—

3 '

) =x° 13 = () =3x% = (3) =332 =27 dfr.

@ o 2 -
12. d—{e + x~} ifadesinin sonucunu bulunuz.
X

Coziim:

d d
e P hax = L 2e?* + 2
dx dx

d
B dx{
2267 4 2p ek = 20262 + 2} o olur.

13.

Sekilde y = f(x) fonksiyonunun grafigi verilmistir.

g(x) = % olduguna gore, g(x) fonksiyonu (-5,6)
X

arali§inda kag noktada tlirevsizidir?

Goziim:

f(x) fonksiyonunun x = —4 ve x = 2 noktalarinda sagdan

tiirevi soldan tiirevinden farkli oldugundan bu iki noktada
tirevsizdir.

g(x) fonksiyonu, f(x) e bagl tanimlandigi igin, bu iki
noktada g(x) fonksiyonu da tlirevsizdir.

g(x) = f(1—) seklinde tanimlandigindan f(x) = 0 kosulunu
X

saglayan x degerlerinde g(x) fonksiyonu tanimsiz olur.

x = -2 de f(x) =0 oldugundan g(x) bu noktada
tanimsizdir. Fonksiyon, tanimsiz oldugu noktada
stireksizdir. Stireksizlik noktasinda tlirev olmayacagi igin, bu
noktada tiirev yoktur.

Buna gére g(x) fonksiyonunun 3 noktada tirevi yoktur.

11 1
14. F(x,y)=—+—-=
X y 2

ifadesini bulunuz.

=0 olduguna gore Fl(x,y)

Coziim:

1 1
F(x,y):;+——

1 i
— =0 olduguna gore,
y 2
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F :—ive F L olup
X X2 y2
' F _1/42 2
Fxy) = —F—X =- /X2 --L o,
y —1/ y X
15. f(x) = In(arctan x) olduguna gbre  /im M
X — V3 x—3
limitinin degeri kagtir?
Coziim:
Tiirev tanimina gére ~ ¢im M:f(\/g) tar,
X —> V3 x-3
' U' N ..
(Inu) = — olduguna gore,
u
o
. ' 2
(x) = Infarctan x) = f (x) = e _ 1+ x
arctan x arctan x
1
(R
= fl(\ﬁ) SRS 43 b,
actan{v3) ® 4n
3
. X—T o .. !
16. f(x) =, smT olduguna gére, f (2r) kagtir?

Coziim:

X—T7 ' 1
—— =u olsun. u = — olur.
4 4

B !sinu!'
2.4/sinu

F(x) = o/ sin> ; T Jsinu = £ (x)

' 1 X—7
' u.cosu 4.COS 4

=f(x) = =
2./sinu \/ X—T
2../sin
4

olur.

hangisi yanhstir?

1 2n—m 1 b 1 \/E
, —.cos —.co8—~ —.—
f (2m) = 4 4 _ 4 4 _ 4 2
2.\/sin2n_n 2.\/sinn 2. ﬁ
4 4 2

17. f(x) = (x+1).(x—2)2‘ fonksiyonu igin asagidakilerden

Goziim:
k4 -1 2
(e + 1% - 27 - d] + H +
[x] e Ak - 220 0+ A = 200+ T — 2
- 2 2 2
flx] -3¢ +6x 3x - Bx 3 - Bx
x3—3x2+4, X>2
0, X=2
f(x) = x3—3x2+4, -1<x<2
0, X = -1
—x3+3x2—4, X < -1
3x2—6x, X>2
0, X =2
f(x)=43x% —6x, -1<x<2
0, X =-1
—3x2+6x, X < -1
Buna gore,
' 2
f(5)=35"—-65=45
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Mutlak deger fonksiyonu tek katli koklerde kdse (ug)
olusturur. Kdse(ug) noktalarda tirev yoktur. Bunun igin

f (~1) yoktur.

Mutlak deger fonksiyonu gift katli kéklerde kose (ug)
olusturmaz. Bunun icin ¢ift katli koklerde tiirev vardir ve
sifirdir.

f (2) = 0 dir. Buna gore, fl(2) yoktur ifadesi yanhstir.

2

2, x=22 . e

18. f(x) = X X fonksiyonu buttin reel
mx+n, X<2

sayilar icin tirevlenebilir olduguna gére m + n kagtir?
Coziim:
x> 2 veya x < 2 ise f(x) tlrevlenebilir.
x = 2 de turevlenebilir olmasi igin:
f(x) fonksiyonu x = 2 de strekli ve f(x) fonksiyonunun
x = 2 noktasindaki sagdan tiirevi, soldan turevine egit

olmaldir.

f(x) fonksiyonu x = 2 de strekli olduguna gére,

X =2 igin x2 + X + 2 nin dederi mx +n nin degerine esit
olmalidir. Buna gére,

22+2+2=m.2+n:>2m+n:8 olur.

X =2 igin, fl(x) =2x+1 dir.

f2t)=22+1=5

X <2 igin, f (x)=m di.

x = 2 noktasindaki sagdan tiirevi, soldan tirevine esit
olacagina gore

f25)=f(@27)=5=m olur.

2m+n=8 =25+n=8 = n= -2 olur. O halde,

m-+n=5+(=2) =3 bulunur.

19. f(x) = ezx.sinx olduguna gore f”(x) ifadesini
bulunuz.

Goziim:

f(x)= 2.e2X.sinx + cosx.e2X

f (x)= 2.2.e2x.sinx + cosx.2.e2x - sinx.e2X

2X
+2.677.c08X

£ (x) = 2 (3.sinx + 4.cosx) bulunur.

9 10 11 12

DSS;T
T

Sekilde y = f(x) fonksiyonunun [0,12] araligindaki grafigi
verilmistir.

f(x) fonksiyonunun araliginda limitinin olup, tiirevinin
olmadigi kag nokta vardir?

Coziim:

Once, tiirevinin olmadigi noktalari belirleyelim. Sonra da bu
noktalardan limiti olanlari saptayalim.

Bir aralikta tanimli fonksiyonun ug noktalarda tiirevi olmaz.
Clnki bu noktalarda birden fazla teget s6z konusudur.

Buna gore x =0 dave x =12 de tiirev yoktur.
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x=3,x=5,x=7, x=11 noktalarinda fonksiyon
stireksizdir. Stireksizlik noktalarinda tiirev olmayacagi igin,
bu noktalarda tirev yoktur.

x =9 ve x =10 noktalarinda sagdan tirev, soldan
tiirevden farkli olacag igin, bu noktalarda da (sirekli
olmasina ragmen) tlirev yoktur.

Belirtilen noktalar disinda kalan diger butlin noktalarda tiirev
vardir.

Simdi tlirevin olmadi§i x =0, x=3 , x=5, x=7,
x=9, x=10, x =11, x =12 noktalarindan kaginda
limit oldugunu belirleyelim.

Bu sekiz noktadan sadece x =7 de (sagdan limit, soldan
limitten farkli oldugu igin) limit yoktur. Diger yedi noktada
limit vardir.

Bunagdre, x=0, x=3,x=5,x=9, x=10,

x =11, x =12 noktalarinda limit oldugu halde tlirev
yoktur.

KONU BITMISTIR...
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