KARMASIK SAYILAR

Nesat Kilig

Tanmim: a ve b birer reel sayi ve veya (i’ =-1) veya

I =+—1 olmak lizere z=a+bi biciminde tanimli z

Sayisina karmasik (komplex) sayi denir. Karmasik
sayilardan olusan kiimeye de karmasik sayilar
kiimesi denir. Karmasik sayilar kiimesi C ile
gosterilir.

C:{Z/Z=a+bi : a,beRvein—_l} dir.

Z =a+bi sayisinda a’ ya Z’ nin reel kismi, b’ ye Z
nin sanal (imajinel) kismi denir.

Re(Z)=a ve im(Z)=b seklinde gésterilir.
UYARI 1: Z =a+bi sayisindab=0ise Z=a<R dir.

Bundan dolayi her reel sayi sanal kismi sifir olan bir
karmasik sayidir. Bu nedenle R < Cdir.

Ornek 1)

Asagidaki karmasik sayilarin reel ve sanal kisimlarini
belirtilen yerlere yaziniz.

Re im

a) Z=3-4i

b) Z=-2+3i

c) Z=-4-5i

d) z=7i-9

e) Z=8i

f) z=5

9) Z=i

h) z=/2i-J5

i) Z=0

Ornek 2)

x*+4=0 denkleminin ¢6ziim kiimesi nedir?

Ornek 3)

x? +2x+10=0 denkleminin ¢6ziim kiimesi nedir?

Ornek 4)

X* —4x+12=0 denkleminin ¢6ziim kiimesi nedir?

i SAYISININ KUVVETLERI:

io — i4n —
i — i4n+1:
i2 — i4n+2 —
i3 — i4n+3 —
i4 _ i4n+4 _
Ornek 5)

Asagidaki i nin kuvveti olarak yazilmis sayilarin
kuvvetsiz olarak esitlerini yaziniz.

I37 — i41 —

|298 — i356 —
i1024 — i503 —
I972 — i1040 —
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UYARI 2: " degeri hesaplanirken n yerine n nin
mod4’e gore dengi olan sayilarda yazilabileceginden
n yerine mod 4 e gore esiti olan sayi yazilabilir.

n=k (mod4)= i"=i* dir.

Yani n yerine n nin 4 e bolimiinden kalan yazilabir.
Ozellikle n’ nin negatif tam sayi oldugu sorularda bu
¢6zUm kullanilir. Sayiya istenildigi kadar 4° in kati
ilave edilir.

Ornek 6)

Asagidaki i nin kuvveti olarak yazilmis sayilarin
kuvvetsiz olarak esitlerini yaziniz.

a) it =

b) 2 —

c) i =

d) i—2007 —

Coziim:

a) -1 = (mod 4)

b) -22
c) -96
d) -2007

Ornek 7)

9%
3+i%

Ornek 8)

1

+1907
| |

= (mod 4)
= (mod 4)
(mod 4)

=7?

1

99

iKi KARMASIK SAYININ ESIiTLiGi

iki karmasik sayi birbirine esitse reel ve sanal
kisimlari karsilikli olarak esittir.

Z =a+bi ve Z,=x+yi verilsin

Re(Z,) = Re(Z,) yani a=x
7,=2, . (%) . (2.) y _ dir
Im(Z)) = Im(Z,) yani b=y

Ornek 9)
Z, =3x—4+4i i
. Z, =7, ise xty kactir?
Z,=2+(y+5i)
Ornek 10)
Z, =3x-17 _
i i z,=12, ise x+y kactir?
Z,=12i-4yi+2
Ornek 11)
Z,=2X-3+i _
L z,=12, ise x+y kactir?
Z,=2yi—4i

BiR KARMASIK SAYININ ESLENiGi

Bir karmasik sayinin eslenigi bulunurken sadece
imajinel kismi isareti degistirilir. Z karmasik

sayisinin eslenigi Z ile gosterilir.

Z=a+bi ise Z=a-bi dir.
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Ornek 12)

Asagidaki karmasik sayilarin esleniklerini bulunuz.
a) Z,=3-4i ise Zi=
b) Z,=2i-5 ise Z.=
C) Z,=4 ise Zs=

a) Z,=-3i ise Z4=

ESLENIKLE iLGiLi OZELLIKLER

KARMAGSIK SAYILARDA DORT iSLEM

Z =a+bi ve Z,=c+di verilmisolsun;

1) TOPLAMA:
Z,+Z,=(a+bi) +(c+di)
=(a+c)+(b+d).

Reel kisim reel kisimla sanal kisim sanal kisimla
toplanir.

2) CIKARMA:

2,-2,=72,+(-Z,)=(a+bi) —(c+di)
=(a+bi)+(—c—di)
=(a-c)+(b—d)i

Z, aynenyazilir Z, eksiile carpilir ve yine reel kisim

reel kisimla sanal kisim sanal kisimla toplanir.

Ornek 13)

Asagida verilen karmasik sayilarin toplama ve
¢ikarma islemlerinin sonucunu bulunuz.

a) Z,=3-4i ve Z,=4+2i ise
Z,+7,=

b) Z,=-2+3i ve Z,=6-2i ise
z,-2,=

c) Z,=\3-2i ve Z,=23+ ise
Z,+7,=

d) Z,=5\3i-4 ve Z,=/3i+2 ise
z,-2,=

) V-16+4 —[-25+J-4+-9 =?

f) J-144+\64 —\-64 29 =2

g) V—8l-+/—121++/36 —169 =?

h) v—225-/36 —J—9-+/289 =?

i) V-16 —/49 —\/-324 +/441 =?
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3) CARPMA: 4) BiR KARMASIK SAYININ ESLENiGi iLE CARPIMI:
2,Z,=(a+bi).(c+di) 2.Z=(a+bi).(a—bi)
=ac+ad.i+bh.ci+b.d.i? :(aﬁ—bz.iz):aerb2

=(ac—hd)+(ad+bc)i
iki kare farki formli kullanilarak birinci terimin
Ornek 14) karesi eksi ikinci terimin karesi alinir. Burada i?

. . 2 2 .-
Asagida verilen karmasik sayilarin carpma yerine -1 yazilirsa ifade a“ +b” elde edilir.

islemlerinin sonuclarini bulunuz. Ornek 15)

a) (2+3i)-(4—2i)=? Asagida verilen karmasik sayilarin eslenikleri ile
carpimlari islemlerinin sonuglarini bulunuz.

b) (5+2i).(3+4i)=? a) (3+4i).(3-4i)=?

c) (2-3i).(-3+2i)=? b) (5-2i).(5+2i)=?

d) (-3+i).(2-1)=? 0) (1+i).1-1)=?

e) (2+i).(-1-i)=? d) (-3-5i).(-3+5i)=?

) (B +Ei (VB -i)=2

£) (5-i).(i+2)=?

9) (5-2i).(-4i+3)=? f) (V5-3i)(v5+3i)=?
i) (2v2-+2i).(3V2-42i)=> 0) (2v7+4i) (247 -4i)=2
D (V3-1Bi)(2V3+445i)=2

i) (53-3V2i).(5V3+342i)=
k) (J§—2J§i).(3J§—J§i):?
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5) BiR KARMASIK SAYININ ESLENIGININ NEGATIFi UYARI3: aveb cR" ise Ja~/b =+/ab

ILE CARPIMI:
Z.(-Z)=(bi+a).(bi-a)
=(b%i*-a%)=-b’-a’

Bu kez sanal kisim ayni kalmis reel kisim isaret
degistirmis buna dikkat ediniz. Ayni sekilde iki kare
farki formali kullanilarak birinci terimin karesi eksi
ikinci terimin karesi alinir. Burada i? yerine -1

yazilirsa —a® —b? elde edilir.
Ornek 16)

Asagidaki islemlerinin sonuclarini bulunuz.

a) (3i+4).(3i-4)=?

b) (5i-3).(5i+3)=?

¢) (i+1).(i-1)=2

d) (7i-4).(7i+4)=?

e) (\/§i+\/§).(\/§i—«/§)=?

e) (3J§i +2J§).(3J§i —2J§)=?

f) (3J§i —6).(3J§i +6)=?

9) (742i+5)(742i-5)="

seklinde yazilabildigini biliyoruz. Fakat aveb e R™
ise ayni kok icinde ¢arpim yapilamaz. Yani

Jalb =+/ab dir.

Buna gore asagidaki islemleri dikkatlice inceleyiniz.

v A =375

+ VAT - 42

Ornek 17)

Asagidaki islemlerinin sonuclarini bulunuz.

a) J-6+/-3/-8="

b) V-18+/-24+-3=2
0 (V72) FTB+(F3) (5] =

0 (V73] () () () =

UYARI 4: Reel katsayili ikinci dereceden bir
denklemin koklerinden biri Z =a+bi ise diger kok

bunun eslenigi olan Z=a-bi dir.
Ornek 18)

Bir koku 2-4i olan ikinci dereceden reel katsayili
denklem nedir?
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5) BOLME

Bolme isleminde paydanin eslenigi ile pay ve payda
carpilir. Dolayisiyla payda reel sayi olur.

Z, (a+bi).(c—di) ac-adi+bci-bdi’
z, (c+di).(c—di) ¢’ —d%i?
_(ac+bd)+(bc—ad).i
¢’ +d?
o

Ornek 19)
Asagidaki bélme islemlerinin sonuglarini bulunuz.

2+ 3i
3-2i

a)

b)

g =L

)

k)

k)

Ornek 20)

Asagidaki bélme islemlerinin sonuglarini bulunuz.

a)JKJ_JI
2 2 I3
b)ﬁ@ﬁo
NMNERNET:
C)mmm
J6 2 I3
d)Jlo_8+mm
NN N )
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KARMASIK SAYILARIN KARESi VE KUPU

Kare alma isleminde tam kare formila kullanilir.
Toplamin karesinde, birinci terimin karesi arti iki
terimin ¢arpimlari arti ikinci terimin karesi.

Farkin karesinde, birinci terimin karesi eksi iki
terimin ¢arpimlari arti ikinci terimin karesi.

Tam kip isleminde parantez kiip acilimi yapmak
daha uzun bir islem olacagi igin 6nce karesini alip
daha sonra birinci kuvveti ile garpma islemini
kullanacagiz.

(a+bi)’ =a? +2abii +b2i? = a* ~b? + 2abi

(a—bi)’ =a? —2abi+b%i? =a? —b? - 2abi

(a+bi) =(a+bi)".(a-+bi)
=(a’ +2abi+b”i*).(a+bi)
:(a2 —b? +2abi).(a+bi)

Ornek 21)

Asagidaki islemlerinin sonuclarini bulunuz.
a) (2-3i)'=?
b) (4+2i)'=?
-\2
c) (5-4i) =?

d) (3+5i)'=?

Ornek 22)

Asagidaki islemlerinin sonuclarini bulunuz.

a) (2+i)’=?

b) (1-2i)’=?

c) (2-3i)'=?

d) (3+2i)=?

Ornek 23)
Asagidaki toplama islemlerinin sonuclarini bulunuz.

a) 1+i+i’+i%+.. +i¥=?

b) i+i%+iP+.. +i"=?

C) i+i’+i+. 4i¥=?

d) 1+i+i?++.. +i%=2
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BiR KARMASIK SAYININ n. KUVVETTEN USSUNUN

BULUNMASI

Sayinin n. kuvvetini almak yerine islem kolaylig
sagladig icin sayinin karesinin n/2 kuvvetini alarak
islem yapariz.

Ornek 24)

Asagidaki Us alma islemlerinin sonuglarini bulunuz.

a) (L+i)°=?

b) (1-i)"=?

) (1+i)°=?

dy (1-i)"=?

e) (2+2i)"=?

f) (2-2i)°=?

9) (—4-4i)"=?

Ornek 25)

Asagidaki Us alma islemlerinin sonuglarini bulunuz.

a) (V6+2i) (V6-2i) =2

b) (2v6+22i) (246 —2v2i) =2

) (1-i).(i-1)'=?

o (5
1+i 1-i
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UYARI 5: Ornek 29)
0)Z,=2, ise Z+tW=Z,£W Z+2=Z(2—i)+3+4i esitligini saglayan Z
2) 2,-7, ise ZW =Z,W karmasik sayisi bulunuz.
d ZW=Z,Wise 2, =2, (W=0)
4) Z,+x=2, ise x=Z,-Z,
5 Wx+27Z,=2Z, ise Wx=Z,-Z
Zz _Zl
w UYARI 6: Yukaridaki dort soruda Z karmasik sayisi
Ornek 26) UYARI 5 'Fe gosterllen ozellikler kuII.a.nl.Iarak yalniz
birakilabildi. Fakat buradan sonraki iki soruda
2+i sorunun icinde hem Z hemde z oldugu icin bu tir

FEr 2.Z=2-3i esitligini saglayan Z karmasik
=i

sayisi bulunuz.

Ornek 27)

(Z+1).(2—-i)=2+i esitligini saglayan z karmasik

sayisi bulunuz.

Ornek 28)

2Z +i
3—i
karmasik sayisi bulunuz.

(2-1)+3-2i=2-2i esitligini saglayan z

sorularda Z yi yalniz birakamayiz. Bu nedenle bu tir

sorularin ¢6zimiinde Z yerine x+yi z yerine x-yi
konulur ve karmasik sayilarin esitlig§inden
faydalanilarak x ve y bulunur.

Ornek 30)

z —2=Z(1—i)+2+5i esitligini saglayan Z

karmasik sayisi bulunuz.

Ornek 31)

Z-i=Z.(1+i)+3-9i esitligini saglayan Z

karmasik sayisi bulunuz.
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UYARI 7: Z karmasik sayisinin ¢carpma islemine gore KARMASIK DUZLEM

tersi = toplama islemine gore tersi —Z dir. Z =a+bi karmasik sayisi icin Re(Z) =a sayisi x

ekseninde /m(Z)=b sayisi y ekseninde alarak

Ornek 32) olusan (a,b) noktasi a+bi karmasik sayisini gosterir.

2+i karmasik sayisinin garpma islemine gore tersi ile

toplama islemine gore tersinin toplami z karmasik Y4 W anal Elsen)
2 . 2
sayisi olduguna gére [Re(Z)] +[Im(Z)] kagtir? N J@b)=asbi
3 ;‘a » Re (Reel Eksen)

Bu sekilde karmasik sayilarla bire bir eslenmis
diizleme karmasik diizlem denir.

Ornek 35)

Asagidaki karmasik sayilari karmasik dizlemde

Ornek 33) gosteriniz.
Z?—-Z.i+6i+x=0 denkleminin bir kdki 2-i a) Z,=3+4i b) Z,=-2+i
olduguna gore x kactir?
c) Z,=-3i d) 2,=-4 e) Z,=2-i
A I
< > Re

A 4
. Ornek 36)
Ornek 34)

_ Z =a+bi karmasik sayisi, karmasik diizlemde 1.

Z3 _2_£+ Xi+2=0 denkleminin bir koku 1+i Bolgede ise Z, -Z, -Z karmasik sayilari sirasiyla

- o
olduguna gore x kagtir? hangi bolgededirler:

Im
I A I
_____________________________________ Z=a+bi
» Re
m T v

10
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KARMASIK SAYILARININ MUTLAK DEGERLERI MUTLAK DEGER(MODUL) iLE iLGiLi GZELLIKLER

Z =a+bi karmasik sayisinin O baslangi¢ noktasina Her Z,, Z,veZ € C ve ne N' olmak lizere
olan uzakhgina karmasik sayinin mutlak degeri

(btytklugu yada Modula) denir ve |Z| ile gosterilir. 1) [2,.Z,]=|Z)||zZ,|
y |22l
Z,| |z,
3) |2"=|z|'

8 [2-1-2-[2-|2|- Va0

5) ||zl|—|zz||s|zl+zz|s|zl|+|zz|

6) Z=atbi Z=a-hi ise
zZ=a’+b*=|z[

r=|Z|=\/aZ+b2

Ornek 38)

Srrek 37 ) -
Ornek 37) Zl=\/1_5+' ve Z,=T7-24i ise

Asagidaki karmasik sayilarin mutlak degerlerini
Z,.Z, sayisinin buyikIGga kagtir?

bulunuz.
a) z=3-4i |z,| =2
b) z,=12+5i |, |z,|=?
c) z,=V11-+Gi , [z,]=? )
Ornek 39)
d) z,=-2+31 , |z,|="
) Z, + | 4| :6—2\/§i
e) z,=3-3i |z5|=" 2-2
Z karmasik sayisinin moduld kagtir?
f) z,=2+4i |z5| ="
9) z,=5+15i , |z,|=?
h) 28:\/]7—\/§i ' |ZB|=? Ornek 40)
) z,=-3i ,  |z|=? Z=(-4+4i )°
) z,=-4 ' |210|:? Z sayisinin modull kagtir?

11
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Ornek 41) IPUCU: Asagidaki (ic sorunun ¢dziimiinde Z yerine

xtyive Z, z veya -Z sayllarinin moddli yerine de

(L-i) (342 + V14 )
= i 9
z (Jg_\/gi )4 ise 2] kagur: JX*+y? konularak ¢6ziime gidilir.

Ornek 44)

|Z|i-Z =2-4i esitligini saglayan Z karmasik

sayisini bulunuz.

Ornek 42)

,_ (—2+2i)

(5]
Ornek 45)

Sayisinin orijine olan uzakhgi kag birimdir? .
Zi —‘—Z‘ =-8+4i esitligini saglayan Z karmasik

sayisini bulunuz.

Ornek 43)

Z karmasik sayisinin blyUkIlGgu 8 br ise
Z.Jz] Ornek 46)
-z

|Z|i-Z=2-4i esitligini saglayan Z karmasik

Karmasik sayisinin blyklGgu kag birimdir? sayisini bulunuz.

12
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EK BILGi

1) iKi NOKTA ARASINDAKi UZAKLIK

A(x,Y;) ve B(X,, y,) noktalari arasindaki uzakhk

|AB|olmak izere;

<

A (@)

b Z=a+bi=(ab)

&8

» Re(?)
X

2) MERKEZCiL CEMBER DENKLEMi

Merkezi orijin olan cembere merkezcil gember
denir. Merkezi orijin oldugu igcin M (0,0) ve yarigapi

r olan cemberin denklemi x* + y® = r?dir.

vy
N

3) MERKEZCIiL KAYDIRILMIS CEMBER DENKLEMI

Merkezi M (a,b) noktasina kaydiriimis yari gcapi r

olan ¢cember denklemi (x—a)2 +(y—a)2 =r’dir.

YA
()

» X
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iKi KARMASIK SAYI ARASINDAKI UZAKLIK

B(azbs)

a

iki karmasik sayr arasindaki uzaklk, bu sayilarin
gorintdleri olan noktalar arasindaki uzakhga esittir.

Z =a +bi ve Z,=a,+b,i sayilar arasindaki

uzakiik |AB|=|Z, - Z,|= (3, ~a,)" +(b, ;)" dir.
NOTLAR

1) |Z-Z,| gosterimi Z sayisinin Z, sayisina olan

uzakligini belirtir.

g)_|Z —ZO| =r kosuluna uyan Z karmasik sayilarinin
kiimesi Z, sayisina uzakligi r olan noktalarin

kiimesidir. Bu ise Z, merkezli r yarigapli gemberdir.

3) |Z-Z,|<r kosuluna uyan Z karmasik sayilarinin

kiimesi Z, merkezli r yarigapli gemberin igidir.

Q)_|Z —ZO| >r kosuluna uyan Z karmasik sayilarinin

kiimesi Z, merkezli r yarigapli gemberin digidir.
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Ornek 47)

2,=3-5i ve z,=-2+7i ise |Z,-Z|="

Ornek 48)

Karmagik diizlemde |Z| =3 kosulunu saglayan Z

karmasik sayilarinin geometrik yer denklemi nedir?

Ornek 49)

Karmagik diizlemde |Z —3i|=2 kosulunu saglayan Z

karmasik sayilarinin geometrik yer denklemi nedir?

Ornek 50)

Karmagik diizlemde |Z +3—2i| <3 kosulunu

saglayan Z karmasik sayilarinin geometrik yer
denklemi nedir?

14

Ornek 51)

Karmagik diizlemde |Z +2|>3 kosulunu saglayan Z

karmasik sayilarinin geometrik yer denklemi nedir?

Ornek 52)

1<Z.Z <4 kosulunu saglayan Z = X+ yi karmasik

sayilarinin karmasik diizlemde geometrik yer
denklemi nedir?

Ornek 53)

1<|Z|<4 kosulunu saglayan Z =x+yi karmasik

sayilarinin karmasik diizlemde geometrik yer
denklemi nedir?

Ornek 54)

1<|Z +1-i|< 2 kosulunu saglayan Z = X+ i
karmasik sayilarinin karmasik diizlemde geometrik
yer denklemi nedir?
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Ornek 55)

|Z|=|Z +2| kosulunusaglayan Z =x+yi karmasik

sayilarinin karmasik diizlemde gorintisi ne belirtir.

Ornek 56)

|Z +1<|Z +3| kosulunu saglayan Z =X+ i

karmasik sayilarinin karmasik diizlemde goriintlsi
ne belirtir.

Ornek 57)

|Z +1]>|Z —3| kosulunu saglayan Z =X+ i
karmasik sayilarinin karmasik diizlemde goriintlsi
ne belirtir.

Ornek 58)

|Re(Z)|=£4 ve |fm(Z)|£3 kosulunu saglayan
Z =X+ Yi karmasik sayilarinin olusturdugu

bolgenin alani kag br? dir.

15

Ornek 59)

|Z| >|Z —4i| kosulunu saglayan Z =x+ i karmasik

sayilarinin karmasik diizlemde gorintisi ne belirtir.

Ornek 60)

|Z —i|<|Z +3i| kosulunu saglayan Z = x+yi

karmasik sayilarinin karmasik diizlemde goriintlsu
ne belirtir.

Ornek 61)

|Z +2| <|Z - 4i| kosulunu saglayan Z =X+ i

karmasik sayilarinin geometrik yer denklemi nedir?

Ornek 62)

|Z +1]>|Z -3i| kosulunu saglayan Z =X+ yi

karmasik sayilarinin geometrik yer denklemi nedir?
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Ornek 63) Ornek 65)
|Z|<4 kosulunu saglayan Z =x+Yi karmasik |Z|<5 olduguna gore, |Z —-5-12i| ifadesinin en
sayilari igin [Z —8+15i| ifadesinin en kiigiik ve en buyik degeri kagtir?

blylk degeri kactir?

Ornek 66)

|Z +3-4i|=6 esitligini saglayan Z =X+ i
karmasik sayilari iin |Z| nin en kiigiik ve en biiyiik

degerlerinin toplami kactir?

Ornek 64)

|Z +6-8i[|<3 kosulunu saglayan Z =X+ yi

karmasik sayilarinin baslangi¢ noktasina uzakliklari
en az ve en ¢ok kag br dir.

Ornek 67)

|Z-1<2 olduguna gére, |Z +2—4i| ifadesinin en
kiiglk degeri kagtir?
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